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In the present paper which is a continuation of three earlier works on the theory of spinors and
bispinors in Riemaxxean space a general covariant bispinor geometry whithout using any special
coordinates or the tedious orthogonal Vierbein-formalism is developped. Departing from the con-
ventional definition of the adjoint bispinor which was the base of Scurépincer’s generalisation for
the Riemaxvean space here a new definition of this fundamental notion is given avoiding many
difficulties of ScuropiNGeRr’s theory which are discussed. The whole theory is coincided with the
theory of spinor geometry. So it is possible to find an explicit expression for the bispinor affinities.
By this work a formal conclusion of the general covariant analytical apparatus of spinor and bi-
spinor theory and of the mutual relations is obtained.

In friiheren Arbeiten in dieser Zeitschrift* haben
wir bereits auf die Bedeutung der Beherrschung der
Theorie der Spinoren und Bispinoren in krummlini-
gen Koordinaten hingewiesen und die wichtigsten
neueren Arbeiten zitiert. Nachdem wir in den erste-
ren unserer Arbeiten die Theorie der Paurischen Spin-
tensoren und der Spinor-Geometrie und in der letz-
ten die Theorie der Dirac-Operatoren im RIEMANN-
schen Raum behandelt haben, sind wir nun in der
Lage, erstens im Anschlul an ScHRODINGER einen
allgemein-kovarianten Aufbau der Bispinor-Geome-
trie vorzunehmen und zweitens die beiden groflen
Komplexe ,,Spinor-Theorie* und ,,Bispinor-Theorie
zur Deckung zu bringen. Damit ist dann im wesent-
lichen dieser gesamte Problemkreis zu einem analy-
tischen Abschluf} gebracht.

Die Scuropincersche Arbeit? hat bekanntlich ge-
geniiber den meisten Arbeiten zur Bispinor-Theorie
den Vorteil, dal} sie die Bezugnahme auf den um-
standlichen orthogonalen Vierbein-Formalismus ver-
meidet. Diesen Standpunkt haben wir uns in unseren
oben zitierten Arbeiten zu eigen gemacht. Auch hier
wollen wir daran festhalten. Andererseits ist aber
die ScuropINGERsche Arbeit mit einer Reihe von
Mingeln behaftet: Ein formaler Mangel besteht dar-
in, dal} sie mit einer komplexen Metrik operiert, die
fiir die Theorie der Spinoren im gekriimmten Raum
dullerst unzweckmafig ist. Des weiteren weist sie
aber noch grundsatzliche Schwierigkeiten auf, die
mit der konventionellen Definition des adjungierten
Bispinors verbunden sind und dadurch einer allge-

! E. Scamurzer, Z. Naturforschg. 15 a, 355, 831 [1960] ; 16 a,
825 [1961] ; 17 a, 685 [1962].

2 E. ScurépiNcer, S.B. PreuB. Akad. Wiss., Phys.-Math. KI.
1932, S. 105.

mein-kovarianten Einheitlichkeit der Bispinor-Geo-
metrie im Wege stehen. Das wirkt sich wiederum
auf die Konsistenz der Transformationstheorie aus,
die bei ScHRODINGER einige Fragen unklar 1aBt. Wir
versuchen im folgenden, vollige Klarheit in diese
Situation zu bringen. Das gelingt uns durch eine
von der konventionellen Definition abweichende De-
finition des adjungierten Bispinors *. Dadurch kann
géanzlich auf Hermitezitdtsforderungen an die Dirac-
Operatoren verzichtet werden, ohne dafl die physi-
kalischen Notwendigkeiten verletzt werden. Diese
Befreiung von Hermitezitdtsanspriichen beseitigt mit
einem Schlage eine Reihe weiterer Probleme, etwa
derart, wie man Hermitezitatspostulate an die Dirac-
Operatoren im gekriimmten Raum stellen soll.

§ 1. Bispinor-Geometrie

Wir definieren die kovariante Ableitung des Bi-
spinors ¥ in folgender Weise (griechische Indizes
laufen von 1 — 4., lateinische von 1 — 3) :

=" ,+ 1,V (1)
Bei der Bispinor-Transformation
P'-S¥Y (2)

soll die kovariante Ableitung den Charakter eines
Bispintensors haben, sich also wie folgt,

Y., =8¥, A5 (AL =3z[3x"), (3)
transformieren. Daraus resultiert fiir die Bispinor-
Affinitit die Transformationsformel

r,=4:@Sr,s*-8,81). (4)

* Vgl. V. Barcmany, S.B. PreuB. Akad. Wiss.,, Phys.-Math.
Kl. 1932, S. 346.
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Mit Hilfe des hermitesch-konjugierten Bispinors
Y* und des zunichst freibleibenden Operators f
definieren wir den adjungierten Bispinor

Y_prg. (5)

Postulieren wir fiir alle weiteren Rechnungen grund-
satzlich die Lem~izsche Produktregel fiir die ko-
variante Ableitung von Produkten aus spinoriellen
und tensoriellen Grofen und auBerdem, dafl ¥ ¥
eine Invariante sei (fiir Invarianten fallt die ko-
variante mit der partiellen Ableitung zusammen),
so folgt fiir die kovariante Ableitung des adjungier-
ten Bispinors

W.,-W, ¥T,. (6)

Fir die Transformationsformel des adjungierten
Bispinors resultiert aus (2) die Beziehung

P =¥(p1Sp). (7)

Damit sich ¥., wie ein adjungierter Bispintensor,
also wie

‘}j;v’ = SU:v (/3_15+ ﬂ,) A:" (8)
transformiert, muf} sein:
S =pS1, 9)

so daf} entsteht:

¥ 871, (10)

Eine weitere Bedingung an f ergibt sich, indem wir
(1) hermitesch konjugieren und von rechts mit
multiplizieren. Der Vergleich mit (6) liefert dann
bei Verwendumy von (¥.,)" =¥,

w=Py—BIL, T, p (11)

Aus der Forderung, dall Bildungen der Form

(¥ yyy“... ) Tensoren bzw. Pseudotensoren sein

mogen, folgert man die Transformationsformel
y,,,/ “/;,/.. .S—lfl:r A.ﬁ/...

=8y, Y- (12)

fiir aus Dirac-Operatoren gebildete Produkte. Zur
Symbolik ist dabei zu bemerken, daf} sich der Strich
an den griechischen bzw. lateinischen Indizes auf
Tensortransformationen, der Strich am Symbol da-
gegen auf Bispinor-Transformationen bezieht. Es ist
aullerordentlich zweckmifig, dall wir uns dieser Be-
zeichnungsweise bedienen, da ja in unserer globalen
Schreibweise Bispinor-Indizes unterdriickt sind.

Aus (2) und (6) resultiert fiir die kovariante
Ableitung des Bispinors zweiter Stufe ¥ ¥ die
Formel

W¥),,= PP, + I, PP (13)
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Da die Dirac-Operatoren beziiglich ihres Bispinor-
Charakters von zweiter Stufe sind, beziiglich des In-
dex jedoch Tensorcharakter besitzen, wie aus (12) er-
sichtlich ist, so setzen wir fiir die kovariante Ablei-
tung der Dirac-Operatoren

’}//l'v = V/: v {%1} ‘/Va _5_ [Fl'7 Vﬂ] ’
)/“ = ,}//t <+ {5,} y'x i []‘V. ‘,V“] .

(14)
(15)
Die sinngemifle Verallgemeinerung auf Produkte

von Dirac-Operatoren fiihrt auf die Formel

Veli=vu7..)

ve =y = G ven + Gad vas + 0, vl
(16)
Um die Konsistenz mit dem Axiom
Vi Vr=gGur+ 51 ™ Yu 1 Y5 (17)

fiir die Dirac-Operatoren zu gewihrleisten, postulie-

ren wir

YVuyr = 0 s
Vi =

(18)
(19)

woraus

folgt. Fiir den Vektor-Operator y=e¢, 3" ergibt sich
dann

Y;v:Y,v_J‘_[Fv:Y]:O (20)

Aus (1) erhidlt man nach kurzer Rechnung wegen
VY, u»="",,u, bei Verwendung der Abkiirzung

@,uv = ]—'/z,v - Fv,u 2 [11,,’.]‘,1]. (21)
die Beziehung
Yoo — ¥ =D V. (22)

Man erkennt daraus, daf} die kovarianten Ableitun-
gen von Bispinoren i. allg. nicht vertauschbar sind.
Eine analoge Uberlegung stellen wir jetzt beziig-
lich der Vertauschbarkeit der Ableitungen der Dirac-
Operatoren an: Mit Hilfe von (14) und (15) sowie
der ohne Schwierigkeiten deduzierbaren Relation

[rv :V,z],z = [Fv,/la'y;t] - [Fv’ [F;.:%t ]] + {ﬁ}} [Fw')/ﬂ]
(23)

gewinnt man bei Verwendung des Riemannschen
Krimmungstensors in der Form

/uv - {/u} - Z).},v = {ﬁv} {731} - {,5/} {OI;V} (24’)

die Beziehung

Yurd = Y 2r =

[qjvi. ,?,1] =0

Multiplikation von rechts mit y# liefert bei Verwen-
dung von

Y Sap Y

Ra,ulv Ya— (25)

=0; (Sup=(1/2¢) [y,y5]) (20)
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die wichtige Formel

¢vl=‘}iRaﬁ}.v \;'aﬂ-’_fvl’ (27)

wobei f,1 einen Tensor von gewdhnlichem Zahlen-
charakter bedeutet, fiir den gilt:

f,1=14Spur D,; = (Spur I,),; — (4 Spur I';),, - (28)

Diese Bezichung wurde bereits von ScHRODINGER
gewonnen. Wir werden spiter den genauen Zusam-
menhang mit dem elektromagnetischen Feldstarke-
tensor herstellen konnen.

Wir merken an, da} wir eine Verallgemeinerung
der kovarianten Ableitung (14) in der Form

Yuw = Vuv — {iv} Vg T [Fv77u]

+i42,,+ By; 9, (A, B Funktionen) (29)

probeweise versucht und bis zu einem gewissen Grad
durchgefiihrt haben. Dabei sind die folgenden For-

meln von Nutzen:
=, ~ - A
5;:1},1 = {ﬁl} Q-"ﬂv _'— {E}.} Cﬂﬂ Gs 1‘ (g[d. Vv — v V,u)

+ 875 (g1 yu = gua ) + [T &, (30)

y5,2=[Vs: 1] + A yiys+ Bys, (31)
Gy, = Bi9*, (32)
[Fv,n],z=[ﬂ,z’)’y]—[Fw[FA,}’u]] (33)

+ {zl} [Fv: yﬂ] - ZA [Fv: epl] - Bg,ul[rva 75] o

Bei der im niichsten Paragraphen durchgefithrten
Korrespondenz zwischen Bispinor- und Spinorappa-
rat zeigt es sich dann aber, dal 4=0 und B=0

zu setzen ist.

§ 2. Zusammenhang von Spinor-Geometrie und
Bispinor-Geometrie im Riemannschen Raum

Mit Hilfe der in unserer letzten Arbeit! zu die-
sem Problemkreis gewonnenen Formel

0

y"=i( = guAB)

lassen sich die beiden Formen der Dirac-Gleichung

YT+ TP =0 (35)
und
O-,UABY]B;!‘ _ ijzog xzi =0;
o4 x5~ 105 W =0 (36)
zur Deckung bringen, wenn man setzt:
v (L) T=0iT. (37)

709

Durch Vergleich von (1) mit den bekannten Bezie-
hungen

lI”A;u = Y]A,u - Ff}l Yp; X‘;in = Z:iu + F‘éu ZB (38)
ergibt sich fiir die Bispinor-Affinitat

T4 0 s 0
L= Z).rp=(Tw 0. @9
=0 ) (T ) @

wobei die I'§, die Spinor-Affinititen sind, deren
explizite Gestalt wir frither! angeben konnten:
rg# = fu} +-1?i7‘4B (¢u +H!‘ +1 P#) - (40)
Dabei ist
{fll} e i {gll} 03C4 UQCB - 1T UQCB OoC4,u (4‘1)
I'=InVy=lnVriz7e (42)

(vgl. frithere Symbolik). Es ist uns damit gelungen,
das Problem der expliziten Angabe der Bispinor-
Affinitdten zu l6sen. Bekanntlich gibt es zu diesem
Fragenkreis umfangreiche Untersuchungen 3.

Im folgenden berechnen wir @,1: Bei Benutzung
von (39) nimmt (21) die Gestalt

@ 1= (PABZ" 0 )
vi 3
0 _PBA'/'.V

und

(43)

an. Daraus ergibt sich
Spur D, = PAAZV = P‘iA';.v
(PBy=T1%,,—I'5,,+ T8I, —TE TS, (44)
so daB} wir fiir (28) wegen P441=i( D+ I1,1)
frr=%i(Du+I11) (45)
schreiben konnen. Friither haben wir die rechte Seite
dieser Gleichung mit dem elektromagnetischen Feld-

stiarketensor Hj, in Beziehung bringen kénnen, so
daf} schlieBlich der wichtige Zusammenhang

fu=—[ie/(hc)] Hi (46)
resultiert.
Die Transformationsformeln
a =A% W= AL Wy (47)

flir Spinoren gestatten mit Hilfe von (37) und (2)
die explizite Angabe der Bispinoren-Transformation:
43 0 ‘A%, 0

s=(“% ) S—1=(B ) 48

(o o ay) Y
Vermoge (9) konnen wir nun leider den Opera-
tor f nicht weiter festlegen. Dagegen gelingt uns
eine nihere Festlegung von 8 durch folgende Uber-
legung: Wir gehen von (35) zur hermitesch-konju-
gierten Dirac-Gleichung iiber und multiplizieren von

3 J. G. Frercuer, Nuovo Cim. 8, 451 [1958].
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rechts mit 5 durch. Einige weitere Umformungen er-
geben dann

(Bt t B)—FF B (B~ B)
+(myc/h) P =0. (49)
Mit Riicksicht auf die Kontinuitétsgleichung fiir den

Stromdichtevektor miissen wir fiir die adjungierte
Dirac-Gleichung die Form

Y 7" — (mge/h) ¥ =0 (50)

fordern. Daraus resultiert dann die wichtige Ver-
tauschungsregel

ut Al

¥ ﬁ = _‘ﬂ 7/

P’;‘u = 0 .
Die Kontinuitatsgleichung selbst hat die Gestalt
( III ;,_u y/) = 0 . (53)

Durch Iteration der Dirac-Gleichung (35) ergibt
sich in bekannter Weise die iterierte Dirac-Glei-
chung

(51)
(52)

sowie

Vit — 1S,V — (my? AR P =0, (54)
die man mit Hilfe von
B0 (€ S 4 S Sy = —_4R (55)

in folgender Weise schreiben kann:

2 02
Pit— L @ H, P+ P - W0, (56)
Von besonderem Interesse an dieser Gleichung ist
das Glied mit dem Kriimmungsskalar.

Im folgenden bestimmen wir den Operator § na-
her: Macht man fiir f einen allgemeinen Ansatz mit
beliebigen Untermatrizen und geht man dann mit
diesem Ansatz sowie mit (34) in (51) ein, so er-
gibt sich

0 g 0
[3:/( A "4)’
=7 0

wobei f ein zunachst freier Faktor ist. Mit Hilfe von
(39) erhalt man

(57)

pI,+I}p=0, (58)
Deshalb folgt aus (11) f..=f,, (59)
oder wegen (52) [ = const. (60)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir
f=1. so dal} endgiiltig resultiert:

Bep=( g, ) 8= T
~7'z 0 770
=1, (61)

=3, (62)
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Wir beschéftigen uns jetzt mit der Bildung her-
mitescher Kovarianten: Ohne Schwierigkeiten er-
sieht man, dal} die Invariante ¥ ¥ hermitesch ist.
Wegen (51) ergibt sich dasselbe fiir den Tensor
erster Stufe (i ¥ y* V), ohne dall Hermitezitits-
forderungen an die Dirac-Operatoren gestellt zu
werden brauchen. Aus der Definition! von y; ergibt
sich bei Benutzung von (51)

(63)

vi B=—Bys-
10

In unserer fritheren Arbeit ! haben wir y;= 1 (5-7)
erhalten, also 75" =75. Damit folgt dann

rsB=—B7s-

Verwendet man dieses Ergebnis, so kann man leicht

(63")

die Hermitezitit der Pseudoinvariante (i ¥ y; ¥)
beweisen. Analog laufen nun die Konstruktionen der
ibrigen Kovarianten.

Wir miissen jetzt zu den eben erhaltenen Ergeb-
nissen einige grundsitzliche Bemerkungen machen:
Durch die Einfilhrung des f bei der adjungierten
Konjugation brauchten wir keinerlei Gebrauch von
Hermitezititseigenschaften der Dirac-Operatoren zu
machen. Insbesondere ist also die Hermitezitat der
Kovarianten wegen der Vertauschungsregel (51)
nicht an die Indexstellung gebunden, wie das der
Fall bei Scuropincer ist, der die adjungierte Kon-
jugation, die herkommliche Prozedur einfach ver-
allgemeinernd, mit Hilfe von 7, definiert und da-
durch beziiglich der Hermitezitét dieser Kovarianten
mit anderen Indexstellungen eine Reihe schwerwie-
gender Probleme heraufbeschwort. Auflerdem tre-
ten dadurch Fragen auf, die sich mit dem Geist des
Kovarianz-Kalkiils nicht vertragen. So nimmt z. B.
die Invariante ¥ ¥ die Form

VW= (045 Pyt + o4 7P W)

an, die i. allg. keine Invariante darstellen kann.
wihrend sich in unserer Axiomatik bei der gewihl-
ten Festlegung von f die sichtlich invariante Form

W= AW+ W (64)

ergibt. Es ist verstindlich, dafl dadurch bei Scuro-
pINGER die Transformationsverhéltnisse bei einer
Reihe von Groflen undurchsichtig werden. Durch das
Auffinden unseres pf-Operators sind wir in der
gliicklichen Lage, daB wir von den frither! disku-
tierten moglichen Spezialisierungen

=05 vi =—n ==

keinen Gebrauch machen miissen und dadurch nicht

bzw. yi"

=Y.
I
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vor die Frage gestellt sind, den Kalkiil auf be-
stimmte spezielle Koordinaten reduzieren zu miissen,
fiir die physikalische Hermitezitatsbediirfnisse zu be-
friedigen sind. Wegen der Vertauschungsregel (51)
sind die GroBlen fy. und fy57. usw. im Rahmen
unserer Axiomatik ohne Voraussetzung einer Her-
mitezitat fir die 7. unabhingig von der Indexstel-
lung hermitesch bzw. antihermitesch. Dieses Resul-
tat gilt natiirlich auch im Spezialfall des MinkowskI-
Raumes bei Benutzung von GariLer-Koordinaten.
Deshalb ist auch im Rahmen der gewohnlichen
Dirac-Theorie in GariLer-Koordinaten die Postulie-
rung von Hermitezitatseigenschaften der Dirac-Ope-
ratoren zu vermeiden, wenn man die von uns ge-
wiahlte Axiomatik zugrunde legt. Sowohl in der spe-
ziell-relativistischen als auch in der allgemein-rela-
tivistischen Theorie hat man im Sinne unserer Fest-
legungen gleichzeitig einen Schonheitsfehler besei-
tigt, der dem Relativisten erhebliches Kopfzerbre-
chen bereitet, ndmlich warum bei der Bildung des
adjungierten Spinors die Grofle y, ausgezeichnet
wird.

Wir untersuchen nun, welche Konsequenzen die
Festsetzung

P=iys, (65)

die der konventionellen Theorie entspricht, nach sich
zieht: Ausgeschrieben lautet (65)

( 0 ;,A];')z’ 0 4B .
s o0sip 0

Somit ist (65) nur dann mit der Kovarianz vertrag-
lich, wenn man sich auf solche Transformationen be-

(66)

schrinkt, fiir die sich o448 und oy4p wie y 45 trans-
formieren, d. h. fiir die 644% und o4 i 3 konstant blei-
ben. Das ist insbesondere bei Lorexrtz-Transforma-
tionen der Fall. Die Beziehung (65) wiirde aufler-
dem f?= —y,®>= — g44 = const nach sich ziehen, also
eine Folgerung, die zur Benutzung allgemein-krumm-
liniger Koordinaten im Widerspruch steht. In
Gaviter-Koordinaten diirfte diese Zufalligkeit der
Ubereinstimmung von f mit iy,, die hier vorge-
tauscht wird, kaum erkennbar sein.

Aus der Vertauschungsregel (51) resultiert bei
Benutzung von (65) das Ergebnis

YW=y v=-wn, (67)

wortiber wir frither! ausfithrliche Untersuchungen
angestellt haben. Diese Hermitezitatswahl wird also
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durch die Festsetzung (65) induziert, wie man hier
klar erkennen kann. Wiirde man diese Wahl aus
physikalischen Griinden grundsitzlich treffen miis-
sen, d. h. auch in transformierten Koordinatensyste-
men zugrunde legen miissen, so durften solche
Transformationen die Bedingung

A*A=1 (68)

nicht verletzen, wie wir frither gezeigt haben. Schon
das einfache Beispiel einer infinitesimalen Koordi-
natentransformation, bei der

A=A*=1+4+3&, (69)
gilt!, ist

A*A=14+8.F1, (70)
also die Invarianz der Wahl (67) nicht erfillt. Le-
diglich im Fall von Lorenrz-Transformationen gilt
wegen £% o =0 die Beziehung A* 4 = 1. Damit wiirde
der von ScuroDINGER eingeschlagene Weg zu der
unserer Meinung nach physikalisch inakzeptablen
Situation fithren, dal bereits bei infinitesimalen Ko-
ordinatentransformationen die notwendige Hermite-
zitdtsstruktur verletzt wird.

Abschlielend noch einige kurze Bemerkungen:
Ein Blick auf (48) zeigt, da} die Bispinor-Trans-
formation 1i. allg. keine unitdre Transformation ist.
Aus Hermitezitatsgriinden mufl Scuropincer Uni-
taritat fordern, sich also auf

Sr=§"1 (71)

beschrianken. In der Sprache des Spinor-Kalkiils
heifit das

Ao A7 (72)

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch einige
Transformationsformeln fiir infinitesimale Bispinor-
Transformationen der Form

S=14i0; §1=1-i0; §'=1-i®" (73)
an:
Yu=Yut i[Oy, (74)
ry=r,+4[0,I]1-3i6,k, (75)
b,=9,,+i(0,9,)], (76)
V-¥4+i0¥, ((17) ¥Y'=P-i¥?6O (18)

Herrn J. Norrrorr danke ich fiir Kontrollrechnun-
gen. Herrn Prof. P. G. Beremany danke ich fiir den mir
auf der Warschauer Gravitationstagung 1962 gegebenen
Hinweis auf seine Arbeit in Phys. Rev. 1957.



